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Chap TV - Produit scalaire

I. Définitions

Rappels : « Si % = AB alors || = AB.

—

e Si (i ,7) est une base orthonormale et si % (x,y) : ||| = /22 + y2.

e On note (E) ,R ) I’angle orienté délimité par les vecteurs AB et AC.

Définition 1 : On appelle produit scalaire des vecteurs % et U et on note .7 le nombre réel
défini par :

— —
u.v =

(1 + 71 =1~ 1717)

Remarque : « Siu = 0 ouv= 6, alors u. 7 =0.
1
« On peut noter I'analogie avec la formule : ab= = [(a+ b)?-a® - bz].

o En tant que tel cette définition sert peu en 1°S.

Remarque : Un produit scalaire de deux vecteurs est un nombre, pas un vecteur.

Théoreme 1 : Si (7,7) est une base orthonormale et si on a dans cette base U (x,y) et v (x,y")

alors :

U.vV=xx+yy

B . —_—  — —_  — 2 : y s = =
— démonstration : U +V (x+x,y+y) = ” u-+v ” = (x+x)°+ (y+y’)z. Dot u. vV =xx'+yy'.

II. Propriétés

Propriété 1 : (Linéarité)

. —_ — —_ .

Soient u, v et w trois vecteurs du plan et A € R. Alors :
—_ — —_ —

e U.V=UV.U
—_ [(—> —_— —_ —_

e U w) = +U

— démonstration :
la premiere égalité se déduit immédiatement de la définition. La deuxieme et la troisieme égalité se

montrent a 'aide du théoreme 1.

» o e — . . . .
Définition 2 : Deux vecteurs # et v sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est

nul.
ULlToUuU v =0
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Remarque : -« Siw=00u7=0:u.7=0donc @ L7V T
« SIU#O ouT#0 :
Onad L7 e|u +7||2_ [%Z)*+ 7] & aC® = AB>+
BC? en notant 7 = AB et U = BC. 7
Donc d’apres la réciproque du théoreme de Pythagore :
(AB) L (BC). D’ou la notation d’orthogonalité.
u
III. Autres expressions du produit scalaire
Théoréme 2 : Si 1_[766 et 7#6 :
7.7 = 7| |7 | cos (T, 7)
— démonstration : .
Soit (7,7) la base orthonormale définie par : i = HKH 7 tel que v
u
7107723
Jf=te ] —_% _ -
Dan% la  base ( i,] ) U a pour coordonnées (“ﬂ)“ ;0) et L
Hv“ cos(u v ,H?“ sin(u ,7)). 7

—

D ouwu.v = H u H “ “ cos(u; V) d’apres le théoreme 1 .

Remarque : Si @ est la mesure en radian de 'angle géométrique BAC, et si 0, est la mesure prin-

cipale de (/E),R), ona:a= |6p|.
Donc cos(u , V) = cos (0, +2kn) = cos (6),).

cos(0,) s160,>0

Or; cos(a) = { cos(-0,) si0,<0

= cos(6,)
Donc cos (E) ,E) =cos BAC. On a donc :
75,36 = | 78| A< cos (38 , 7€) = | 4B | | i€ | cos BT

Définition 3 : U.u est le carré scalaire de u. On le note u“°.

» N b
Théoréme 3 : Pour tout vecteur u, on a : ||u?|| = >

2

—

P . —2 —
— démonstration : U = U.

— — 2
Propriété 2 : Pour tous points A et B du plan, AB? = H AB H = AB? .

7 =[] .cos (7, 7) = [ 7 .costo) = | 7]
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Théoreme 4 : Si H est la projection orthogonale de C sur (AB),
AB.AC = AB.AH.
E»R» _ AB.AH s1. /E) et fﬂ) ont meme sens .
—AB.AH s1 AB et AH ont sens contraire.

Bt

e

— démonstration. A

IV. Applications du produit scalaire

1) Coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale

—_ — — , - = — —
Propriété 3 : Dans une base orthonormale ( i,] ), le vecteur u a pour coordonnées : (u i u-j )

— démonstration.

2) Vecteur normal a une droite

Définition 4 : On dit quun vecteur 77 est normal & une droite @ si 77 # 0 et si 77 est orthogonal
a la direction de 2.

Théoréme 5 : Soit @ une droite passant A et de vecteur normal 7. On a ’équivalence :

MeD & 7.AM =0.

Théoreme 6 : Soit 2 une droite d’équation ux+vy+ w =0 dans un repere orthonormal (0;7,7).

Le vecteur 72 (i, v) est normal & 9.

—
’ . . . N —_—
— démonstration : le vecteur d (—v,u) est un vecteur directeur de 2. Il est bien orthogonal a n .

3) Cercle

Théoréme 7 : Dans un repére orthonormal, le cercle de centre Q(xg;y0) et de rayon R a pour
équation :
(x=x0)° + (¥ = y0)* = R?

— démonstration : M(x;y) €€ © QM =R & QM? = R?.

Théoreme 8 : Le cercle de diametre [AB] est I’ensemble des points M tels que :
MA-MB =0.

— démonstration :
Utiliser le fait qu'un triangle rectangle est inscriptible dans un demi-cercle de diametre I’hypoténuse.
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4) Relations dans le triangle

Théoréme 9 : (Al-Kashi et Formule des sinus)

Avec les notations de la figure ci-dessus, si & désigne l'aire du triangle ABC :

a’>=b*+c?—2bc.cos A
b?=c*+d?-2cd.cosB
2 =a?+b®>-2ab.cosC
et
a b c abc

sin(A) - sin(B) - sin(C) T2

— démonstration :
a? =BC2?=(BA +AC)? = BA?+ AC*+2BA.AC = 2+ b*> +2ch cos(BA ,Ac).
Or COS(EZ ,E) = CoS (7[ + (KE ,A—(f)) = —COS(ZE ,XE) = —cos(A) d’ot le résultat.

Pour la formule des sinus utiliser les hauteurs. (Il faut faire attention aux angles aigus et obtus.)

Remarque : On peut réécrire la formule des sinus comme suit :

1 -~ 1 ~ 1 ~
&F = 5 bc sin(A) = E ac sin(B) = 5 ab sin(C). ((T()IIlIIlO vu dans la dénl()nstl'ati()ll.)

M
Théoréme 10 : théoreme de la médiane

Soient A et B deux points et I le milieu de [AB].
Pour tout point M du plan on a

1
MA?+ MB? =2MI* + - AB®. - ;
2 A i B
— démonstration : MA* + MB® = (MI + IA)* + (MI + IB)? et on développe ...

5) Lignes de niveau

Définition 5 : La ligne de niveau A de 'application f est I’ensemble des points M du plan tels que

FOM) = 2.
Quelques indications pour déterminer certaines lignes de niveau :
- fM) = AM .7 Poser 7 = AB et construire H projeté orthogonal de M sur (AB).

- f(M)= MA?+ MB? TFaire intervenir I milieu de [AB].
- f(M)= MA? - MB? Faire intervenir I milieu de [AB].
- f(M)= MA.]\Z?> Faire intervenir I milieu de [AB].
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6) Trigonométrie

cos(—a) = cos(a) sin(—a) = -—sin(a)
cos(it —a) = —cos(a) sin(r — a) = sin(a)
Rappels : On a pour tout réel a : < COS(Z"' a) = —cos(a) sin(g+ a) = —sin(a)
cos(E —a) = sin(a) sin(g —a) = cos(a)
cosz(a) + sinz(a) =1

Propriété 4 : Pour tous a et b réels on a :

cos(a—b) = cosacos b+sinasin b.
sin (a+ b) = sinacos b + cosasin b.

— démonstration :
L. —_ - L. . - = - -
Soient u et v deux vecteurs unitaires dans une base orthonormée directe ( i,] ) tels que ( I, LL) =a
et ( i, U) =b.
On a: u=cosai +sina j et v =cosb i +sinb j. Donc u.v =(cosa i +sina j).(cosb i +

—_

sinb j)=cosacosb+sinasinb.
De plus, (u;v)=(i;v)—(i;u)=a—-b. Donc (u;v)= H u H H v H cos(u; v)=cos(a—b) ce qui nous
donne la premiere formule.

V4 . N
En remplacant a par 5 a, on obtient la deuxieme.

A partir de ces formules, on déduit les suivantes :

Propriété 5 : Pour tous a et b réels on a :

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb

cos(a+b) =cosacosb—sinasinb

sin(a— b) =sinacosb—cosasinb

sin(a+ b) =sinacos b+ cosasinb
sin(2a) =2sinacosa

2 2

cos(2a) =cos“ a-sin a=2cos’a—1=1-2sin’a.

7) Equations trigonométriques (HP)

Pour la résolution des équations du type cos(x) = cos(a) et sin(x) =sin(a) on a :

x=a+2kmn
cosx=cosa < keZ
x=-a+2kn
x=a+2kn
sinx=sina < keZ
x=nm—a+2kn

r
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