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Corrigé devoir Maison 6

Exercice 1 : FEtude de fonction

1) On doit déterminer la limite de la fonction f en —oo,17,17 et +o0.
Comme on 'a vu en TD pour les limites en —oo et 400 il faut transformer 'écriture de la

2 ) 2 )
(O I

fonction : f(z) = 1 L 1= =y Lt T

2 )

oot s 1040
Et on a lim i LT T 1l et lim 2 = —oo donc par produit on a
T——00 -1 — T——00
lim f(z)= —oc.
2 )

oot E 12040

De méme on a lim i LT — =1let lim x = 400 donc par produit on a
r——+00 L 1 O — 1 r——+00
x
lir}rq f(z) = 4o0.
On a aussi lin}(—:z:2 —22+5)=-1+4245=06, lim (1—2) =0" et lim+(1 —1z) =07 donc
T— rz—1— z—1
par quotient on a lim f(z) = 400 et lim f(z) = —oc.
z—1— r—1
b)(1—z) — —az? —b b—
2) a)Onaax+0b+ ‘ :(ax+)( z) c = az” +(a bz + € done si on veut
r—1 1—= 1—2

que cette expression soit égale a f(z) il faut identifier les coefficients du numérateur :
—a=—-1;a—b=-2;b—c=5etdonca=1;b=3;c=—-2.
Ainsi on a pour tout réel x différent de 1 f(z) =2+ 3 — 1
:Z‘ J—
Attention a ne pas confondre x — 1 et 1 — .
) —2
On a lim

r—+o00 I —

1= 0 par quotient.

2
b) Ona lim (z+3) = +4oo donc par somme on a lim <x +3 - 1) = +00, on a aussi

r——+00 T—+00 xr —

-2 2
lim 1= 0et lim (x4 3) = —oo0 donc par somme lim (:c +3 - ) = —o00.

r——00 I — r——00 r——00 xr — 1
Onalim(z+3) =4, lim % —4ooet lim —— = —0 par quotient donc par somme
z—1 z—1— 2 — 1 a—1+tx — 1

2 2
il suit que lim (z+ 3 — =+4ooet lim (z+3— = —00.
r—1 z—1+ r—1

rz—1~

On a ainsi retrouvé les limites de la question 1).

Page 1//



Année 2005-2006 1¢¢ 8

3) On dresse le tableau de variations de f.

T |—00 1 +00
400 400
—00 —00
4) De lim f(z) =400 et lim f(z) = —o0 on tire que ¢ admet une asymptote verticale d’équa-
rz—1— r—1
tion x =
On a également f(x) =z + 3 — et liril = 0 et donc lim (f(z)—(x+3)) =
T — r—+00 T — T——00
lim —— = 0 donc ¥ admet une asymptote oblique d’équation y = x + 3 en —o0.
r——00 I —
On a aussi liIJlrrl (f(z) —(x+3)) = liIJlrrl = 0 donc la droite d’équation y = = + 3 est
T——+00 rT—+00 I —

aussi asymptote oblique en +o0.
2
5) Onad(z) = f(z) — (z+3) = e donc d est positive sur | — oo; 1] et négative sur |1; 4o00].
x —

Lorsque d est positive cela se traduit par le fait que % est au dessus de la droite d’équation
y =z + 3 et lorsque d est négative cela se traduit par le fait que € est au dessous de la droite
d’équation y = x + 3.

6) On trace € et ses asymptotes.

(0]
N

s

//é_h /
/ 7'_,/
“10 -8 -6 A o Olil] L 6 8
// 2
V%
VY
/ X

—

Exercice 2 : FEquation de cercle

1) Cj est I'ensemble des points M (x;%) tels que 2% + y* + 8y — 10 = 0 c’est-a-dire
22+ (y+4)*> — 16 — 10 = 0 puis 2% + (y + 4)> = 26, c’est donc le cercle de centre le point de
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coordonnées (0; —4) et de rayon v/26.
De méme C; est I'ensemble des points M (z;y) tels que 2 4 y* 4+ x + Ty — 10 = 0 c’est-a-dire

1\? N 45 . . 17
T+ 5 +ly+ 5) =95 c’est donc le cercle de centre le point de coordonnées —5; —3

145 )
t d — =3/ =.
et de rayon 5 \/;

Et O, est I'ensemble des points M (z;y) tels que 2 + y? + 22 + 6y — 10 = 0 cest-a-dire
(z +1)* + (y + 3)* = 20, c’est donc le cercle de centre (—1; —3) et de rayon v/20 = 2v/5.

L’ensemble C}, est 'ensemble des points M (x;y) tels que 2 +3? +kx+ (8 —k)y—10 = 0. c’est-
L N\’ 8—k\> K (8—k)? , N\’ 8—k\’
a-dire ZE+§ +ly+——] —————+——10=0 puis a:—|—§ +ly+——| =

2 2
k2 + (8 — k)2 + 40 k% + (8 — k)2 + 40

et comme est toujours positif (d’ou 'intéret de le laisser

sous forme non développée) I'ensemble Cy est le cercle de centre le point € de coordonnées

_ 2 )2
(_g;__g Qk) et de rayon Rk:\/k @ 4k) +4O.

Les coordonnées des points d’intersection des cercles Cy et C; sont solutions du systeme
224?48y —10=0
2?4+ +r+Ty—10=0

—x+8y—Ty=20 y=c y=ux
< { Py +r+Ty—10=0 { P fr+Tr—10=0 7 | 2’ +82—10=0"

Il nous faut donc résoudre 'équation 222 + 8¢ — 10 = 0 c’est-a-dire 2> + 4z + 5 = 0. 1 est

racine évidente et donc l'autre racine est forcément —5 car la somme doit faire —4.

Le systeme a donc deux solutions (1;1) et (—5; —5) qui sont les coordonnées de A et B.

Ona1?+1%+k+8—k—10 = 0 et (=5)*+(=5)*—5k—(8—k)5—10 = 25+25—5k—40+5k—10 = 0

donc tous les cercles C} passent par les points A et B.

qu’on résout :

Exercice 3 : Puissance d’un point par rapport a un cercle

On fait une figure afin de nous aider a résoudre les questions. (Avec M situé a 'extérieur du cercle.)

1)

A

N

C

a) Ona MA-MB = MA-MC + MA-CB et le triangle ABC' inscrit dans un demi-cercle
est rectangle en B ainsi (AB) et (BC), et donc (M A) et (CB), sont perpendiculaires. Le
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—_— —
produit scalaire M A-C'B est donc nul.
On a bien MA-MB = MA-MC.

b) Ona MA-MB = MA-MC = (MO + OA)-(MO +0C) = MO-MO + MO-OC + OA-

MO + OA-OC = MO? + MO -(OC + OA) — OA-OA = OM? — R? car O est le milieu
de [AC] et OA = R.

Ainsi MA-MB ne dépend que de M O et R et donc ne dépend pas de la droite choisie.
2) Si le point M est situé a l'intérieur du cercle on a encore MA-MB = MA-MC + MA-CEB et

—_— e
MA-CB =0donc MA-MB = MA-MC et le calc@r%~MC’ de la question précédente ne
dépend pas de la position de M donc on a encore MA-MB = OM? — R

3) a) Sile point M appartient au cercle C' I'un des deux points A ou B est confondu avec M.

_— ——
b) Le résultat obtenu aux questions précédentes est encore valable car alors MA-MB = 0
car soit M A soit M B est le vecteur nul et OM = R donc OM? — R* = 0.
Que le résultat ne change pas avec la position de M ne signifie pas qu’il n’est pas important
de le vérifier.
4) a) Sila droite D est tangente au cercle C' les points A et B seront confondus.

b) S’il n’y a qu'un point d’intersection 7" entre le cercle et la droite D alors celle-ci est
tangente au cercle et notamment elle est perpendiculaire au rayon [OT]. Le triangle MOT
est alors rectangle en 7' donc d’apres le théoreme de Pythagore on a OM? = MT? + OT?
c’est-a-dire MT? = OM* — R*.
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